                                                                Методика 

проведения лекционных и практических занятий, а также дистанционной поддержки дисциплины «Математический анализ», основанная на использовании системы ВебМатематика
(Приложение к Заявке на участие в конкурсе оригинальных образовательных разработок 2013 года по номинации «Вольная номинация»)

Воробьев Е.М., профессор кафедры прикладной математики, emvorobiev@hse.ru
Аннотация. Предложена методика чтения лекций, проведения практических занятий и дистанционной поддержки дисциплины Математический анализ. Методика базируется на использовании информационной интернет-технологии – системе ВебМатематика.
Цель методики – повышения эффективности преподавания дисциплины. Общая идея – вооружить преподавателей современными средствами визуализации математических объектов и автоматизации математических расчетов. 

Для реализации методики автором создан специальный ВебМатематика-сайт http://wm.iedu.ru, на котором содержатся двенадцать интерактивных учебных пособий по дисциплине.
1. Вводная часть.
         Огромное значение математических моделей и методов их исследования,  постоянно сокращающееся количество учебных часов, отводимых на изучение математических дисциплин, и приход в студенческие аудитории  нового «цифрового» поколения молодых людей заставляют преподавателей математики обратить пристальное внимание на компьютерные информационные технологии как на одно из средств повышения эффективности обучения.  Альтернативный путь: методическая и методологическая работа, направленная на улучшение логической структуры и понятийного арсенала математических дисциплин с целью сделать их материал как можно более доступным для студентов. Эти две тенденции не только не противоречат или взаимно исключают друг друга, но, напротив, стимулируют работы в обеих областях.  
           Ниже мы обсуждаем методику использования одной из современных информационных технологий, а именно, системы «ВебМатематика» [1] для преподавания и изучения дисциплины  Математический анализ. Система ВебМатематика представляет собой веб-интерфейс для вычислительной машины интегрированной системы символьных, графических и численных расчетов Математика [2] и обеспечивает проведение математических вычислений по данным, введенным пользователем со своего браузера и переданным на сервер по Интернету. 
           Обучение математическим дисциплинам с помощью ВебМатематики происходит по заранее написанным учебным пособиям, которые снабжены программами проведения вычислений, разрабатываемых авторами пособий. Ключевое преимущество обучения с помощью Математики и ВебМатематики заключается в высококачественной и динамической  визуализации математических объектов, автоматизации рутинных вычислений и интерактивности, т.е. возможности при решении задач проводить вычисления, меняя их стратегию в зависимости от получаемых промежуточных результатов. Огромное значение имеет также доступность электронных пособий в любое время, из любого места, в том числе с помощью смартфонов. 
            Использование ВебМатематики не требует какого-либо программного обеспечения, кроме стандартного браузера, а также не предполагает  знания пользователем синтаксиса, команд и методики использования системы Математика.

2. Краткая характеристика системы ВебМатематика

     Система ВебМатематика является прикладной программой для Ява-сервера, позволяющая проводить символьные, графические и численные расчеты по Интернету на основе специально написанных научных и учебных интерактивных электронных документов, размещенных на сервере. 
      ВебМатематика создает на сервере и отправляет пользователю по его запросу специальные веб-страницы, которые содержат команды системы Математика в скрытом от пользователя виде и HTML-формы с полями ввода пользовательской информации. После нажатия пользователем кнопки «Вычислить» страница поступает обратно на сервер, команды выполняются, а результаты вычислений вклеиваются в новую страницу, отправляемую пользователю. Домашняя страница ВебМатематика-сайта МИЭМ НИУ ВШЭ, который используется для проведения занятий, представлена на рисунке 1.
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     Рисунок 1. Домашняя страница ВебМатематика-сайта МИЭМ НИУ ВШЭ

3. Преподавание математических дисциплин с помощью ВебМатематики
   Отметим следующие преимущества обучения математическим дисциплинам с помощью ВебМатематики. Последняя обеспечивает: 
· Высококачественную, статическую и динамическую (мультфильмы и вращаемая трехмерная графика)  визуализацию математических объектов. 
· Автоматизацию символьных, графических и численных расчетов. 
· Интерактивность, т.е. возможность решать задачи, данные для которых заранее не известны авторам электронных пособий и определяются пользователем. 
· Контроль правильности расчетов, выполняемых вручную, с помощью ВебМатематики.

         В разработанных автором интерактивных электронных учебных пособиях принят следующий принцип применения системы ВебМатематика. Ясно, что было бы педагогически бессмысленно писать программы, автоматизирующие получение окончательного ответа решаемой студентами задачи. Поэтому учебные пособия содержат подробнейше написанные образцы поэтапного решения задач с вычислениями, выполняемыми как вручную, так и с помощью ВебМатематики. Студенты повторяют эти вычисления применительно к своим задачам либо с помощью традиционной технологии использования авторучки и бумаги, либо на сервере. 

        Студенты имеют возможность проверить ответ либо напрямую, либо путем визуализации соответствующего математического объекта. При этом проверка ответа превращается в акт творчества, так как студенты должны правильно интерпретировать возникающий графический объект, а также вынести суждение о том, правильно или нет решена задача. 

4. Интерактивные учебные пособия 
      Разработанное автором интерактивное учебное пособие по Математическому анализу состоит из двенадцати частей:  
· «Вещественные числа» 
· «Числовые последовательности. Пределы» 
· «Непрерывность и точки разрыва функций»

· «Производные»  

· «Дифференциал функции. Формула Тейлора» 
· «Графики функций» 
· «Неопределенный интеграл»
· «Определенный интеграл»
· «Критические точки функций двух переменных» 
· «Двойной интеграл»

· «Числовые и степенные ряды»  
· «Ряды Фурье». 
   Во всех частях учебного пособия приводится необходимый теоретический материал, и даются образцы решения заданий. Можно указать два типа пособий. Первый тип – пособия, предназначенные для решения задач на понимание теоретического материала. Второй тип - тренажеры выработки навыков математических вычислений. К последнему типу относятся пособия «Производные» и «Неопределенный интеграл». Оба типа пособий могут быть использованы при чтении лекций.
       Пособия доступны по адресу http://wm.iedu.ru и защищены авторским свидетельством
5. Методика проведения практических занятий

Быстрые и безошибочные вычисления и высококачественная графика, обеспечиваемые ВебМатематикой, меняют парадигму проведения практических занятий по математическим дисциплинам. Мы обсудим новую парадигму на двух примерах. 
Пример 1. Рассмотрим конкретную задачу математического анализа, решаемую с помощью интерактивного учебного пособия, разработанного автором. Пособие называется «Числовые последовательности. Пределы». Его титульную страницу можно увидеть на рисунке 2.
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                                 Рисунок 2. Титульная страница учебного пособия 
                                                   Числовые последовательности
Задача. Изучить свойства последовательности [image: image4.png]
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Решение. Первый шаг решения состоит в том, чтобы понять задачу, т.е. выяснить, что нужно сделать, чтобы задача считалась решенной. На этом этапе ВебМатематика не является необходимым инструментом.

Второй шаг состоит в выработке гипотез относительно свойств последовательности с тем, чтобы впоследствии их строго доказать или опровергнуть. На этом шаге ВебМатематика может оказать неоценимую помощь, обеспечивая визуализацию отрезков последовательности с помощью их графиков (Рисунок 3).
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                  Рисунок 3. Первые 30 элементов последовательности                               

На рисунке 3 красными точками отмечены элементы последовательности, зеленая линия вспомогательная. Она помогает ориентироваться в порядке следования элементов последовательности. Рисунок 3 позволяет высказать гипотезу о том, что рассматриваемая последовательность бесконечно малая.

Третий шаг состоит в проведении математического эксперимента. Смысл эксперимента заключается в том, чтобы подтвердить или опровергнуть гипотезу о бесконечной малости последовательности.  Чтобы узнать, отвечает ли рассматриваемая последовательность определению бесконечно малой последовательности,  зададимся числом ε = 0.01 и узнаем,                                                                       можно ли подобрать такой номер N начиная с которого модули  элементов последовательности c номерами N < k < 30 становятся меньше ε. 
Полученный выше график подсказывает, что N, во всяком случае, больше 10. На рисунке 4 представлены элементы последовательности с номера 15 по номер 30. Кроме того, проведены две пунктирные прямые y = ε/2 и y = - ε/2. Изучение полученного графика показывает, что, начиная с номера 17, все элементы последовательности лежат в полосе внутри пунктирных линий, т.е. выполняется неравенство |[image: image9.png]


| < ε. 
    Эксперимент можно продолжать дальше, задавая все меньшие ε и убеждаясь в том, что отрезки последовательности удовлетворяют определению бесконечно малой последовательности.
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                    Рисунок 4. Этап математического эксперимента

Четвертый шаг – строгое математическое доказательство гипотезы. Ясно, что изучение конечных отрезков последовательности не может считаться доказательством гипотезы. 
Опустим детали строгого доказательства и приведем лишь результат: неравенства 0 < [image: image12.png]
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/5!. Последовательность [image: image18.png](5/6)"



 , будучи геометрической прогрессией со знаменателем меньшим единицы, бесконечно малая, поэтому и исследуемая последовательность бесконечно малая. Ч.т.д.
Пятый шаг состоит в верификации доказательства, в данном случае проверки справедливости неравенства предыдущего абзаца. С этой целью нарисуем на одном рисунке графики изучаемой последовательности и последовательности [image: image20.png](5/6)"
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/5! (Рисунок 5).
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                                  Рисунок 5. Верификация неравенства

На рисунке 5 элементы изучаемой последовательности представлены синими точками, а элементы мажорирующей последовательности фиолетовыми прямоугольниками.   Рисунок 5 свидетельствует, что пользователь не сделал ошибки при выводе неравенства.

            Рассмотренный пример типичен для задач, решаемых с помощью ВебМатематики. Он иллюстрирует то обстоятельство, что  парадигма решения содержит два новых шага по сравнению с традиционной: выработку математической гипотезы и верификацию решения.
            Мы можем следующим образом сформулировать новые элементы в предложенной методике решения рассмотренной задачи.
· Визуализация, т.е. в данном случае использование графиков последовательностей. Этот прием довольно редко встречается в руководствах по математическому анализу. Из имеющихся источников мы можем указать разве лишь [3]. Это обстоятельство объясняется тем, что для вычисления координат точек, представляющих элементы последовательности, нужно находить численные значения элементов, что требует значительных усилий и времени.
· Математический эксперимент для выработки гипотез относительно свойств последовательности.
· Верификация промежуточных результатов.

· Решение задачи основывается на образце, содержащем HTML-формы с полями ввода пользовательской информации. Тем самым решение задачи в какой-то мере алгоритмизуется. Это очень важно для дистанционной поддержки дисциплины или при обучении online.
Пример 2. В этом примере рассматривается методика использования тренажера выработки навыков дифференцирования, содержащегося в учебном пособии Производные. 

Каждый студент, изучающий Математический анализ, должен владеть навыками дифференцирования функций. Наш опыт преподавания подсказывает, что при дифференцировании конкретной функции наиболее трудны первые шаги. Учебное пособие Производные помогает студенту эти первые шаги сделать.
Хорошо известно, что искусство дифференцирования основано на конечном числе правил дифференцирования, применяемых последовательно по шагам. Эти шаги демонстрируются с помощью HTML-формы Вычислить производную (рисунок 6).
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                  Рисунок 6. HTML-форма Вычислить производную

В рассматриваемой форме два поля ввода: в первое поле ввода впечатывается дифференцируемая функция, во второе- переменная дифференцирования (функция может зависеть от параметров). После ввода информации и нажатии кнопки Calculate, на экране появляется следующая картинка (рисунок 7).
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                            Рисунок 7. Шаги дифференцирования

Результат вычисления содержит три шага дифференцирования с названием правила дифференцирования, примененного на каждом шаге, и промежуточного, а также окончательного результатов. Полный набор шагов дифференцирования предъявляется лишь для шести функций. Для любой другой функции на экране будет половина необходимого числа шагов. Дальнейшие шаги пользователь должен сделать самостоятельно.
Среди учебных пособий имеется еще один тренажер: тренажер выработки навыков вычисления неопределенных интегралов. Его титульная страница представлена на рисунке 8.
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Рисунок 8. Титульная страница тренажера Вычисление неопределенных интегралов 

Вычисление неопределенных интегралов не является, в отличие от вычисления производных, алгоритмическим процессом. Поэтому для выработки навыков вычисления неопределенных интегралов предложена другая методика. Рассмотрим ее на примере метода интегрирования по частям.

Пример 3. Методом интегрирования по частям вычислить неопределенный интеграл  
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Решение. Как известно, метод интегрирования по частям состоит в том, что в интеграле   
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подинтегральная функция f(x) представляется в виде произведения u(x)w(x), причем функция w(x) имеет легко вычисляемую первообразную v(x), а интеграл 
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  проще для вычисления, чем исходный. Таким образом, факторизация подинтегральной функции требует выработки навыка, и неопытный математик обычно приходит к правильной факторизации методом проб и ошибок. Каждая такая проба требует усилий и времени для вычислений. Эти вычисления автоматизируются с помощью ВебМатематики.
Для этого служит HTML-форма «Проинтегрировать по частям», показанная на рисунке 9.
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                             Рисунок 9. HTML-форма Проинтегрировать по частям
Форма содержит три поля ввода: в первое впечатывается подинтегральная функция, во второе поле – функция u(x), в третье дифференциал dv(x). После нажатия кнопки Calculate получаем следующий результат (рисунок 10).
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                               Рисунок 10. HTML-форма с результатом вычисления

Вычисление показывает, что в данном случае метод применен правильно, так как интеграл в правой части формулы табличный. Приведем также пример неправильного выбора u(x) и dv (рисунок 11).
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            Рисунок 11. Неправильное применение метода интегрирования по частям

Очевидно, что в данном случае метод применен неправильно, так получен интеграл более трудоемкий для вычисления, чем исходный.
6. Методика чтения лекций

Все те возможности и средства визуализации и автоматизации вычислений, которые были продемонстрированы в предыдущем разделе, могут быть использованы лектором в аудитории с проектором и компьютером, подключенным к Интернету. Это позволяет добиться следующих результатов.

· Достигается значительная экономия времени при проведении   рутинных, но утомительных и сложных вычислений.

· Повышается доступность материала лекции за счет визуализации математических объектов, которая зачастую невозможна при традиционной технике чтения лекций с помощью доски и мела (маркера). 
· Изменяется в лучшую сторону эстетика представления лекционного материала.

Действительно, трудно требовать от лектора выполнения следующего красочного рисунка (рисунок 12). Рисунок иллюстрирует этап исследования критической точки (0,0) функции 
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. На нем представлен график исследуемой функции и касательная плоскость в критической точке, отмеченной красным цветом. Заметим, что рисунок можно вращать!

Хорошо видно, что рассматриваемая точка – перевал, так как часть графика функции располагается над касательной плоскостью, а другая часть под ней. То, что критическая точка перевал, можно подтвердить изучением второго дифференциала функции в критической точке, вычисление которого также автоматизировано (рисунок 13). Вычисления показывают, что второй дифференциал знаконеопределен, т.е. критическая точка, действительно, перевал.
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                        Рисунок 12. Исследование характера критической точки
                       [image: image36.png]%) index_4. html - Mozilla Firefox
o1 [paera Bua Kypran Jacems cTpyenel Crpaeka

Y index_ahtml

€ | @ wm.iedu.rujmiem] ISP Twolar HTMLLinksjindex_4.js ¢ | |8~ coogle

(2] HacTo nocsuwasnsie | Windows Marketplace | Customize Links [ Fres Hotmail

Birmemers Bropoit mupibeperupian

Beeaute dysxnmo nepemenHEE X U Y ¢ [Sink24"2]

BoeAHTE KOOPARHATH KpHTHYECKOH To%iH

{00}
e — dy?

Calculate





                          Рисунок 13. Вычисление второго дифференциала

HTML-формой «Касательная плоскость» (рисунок 12) можно воспользоваться для демонстрации вырожденных критических точек. Это материал, как правило, обычно не обсуждается.
В качестве иллюстрации пользы автоматизации вычислений рассмотрим вычисление неопределенного интеграла от тригонометрической функции:
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Обычно, не задаваясь вопросом, на каком промежутке требуется вычислить интеграл, для его вычисления применяют подстановку t = tg(x/2), которая взаимно однозначно отображает интервал (-
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являющимся первообразной функции 1/(2+cos x) на интервале (-
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), имеющей точки разрыва первого рода в точках -
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 и 
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Однако согласно теореме о первообразной, последняя существует на всей оси абсцисс. Как ее найти? Или более простой вопрос: как найти первообразную на интервале (-2
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, 2
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)? Очевидно, что следует испытать замену t = tg(x/4). Ее реализация требует громоздких вычислений, которые автоматизируются с помощью имеющейся в учебном пособии «Неопределенный интеграл» HTML-формы «Подставить» (рисунок 14).
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                                  Рисунок 14. Результат подстановки t = tg(x/4)
После элементарного тригонометрического преобразования приходим к интегралу от рациональной функции и к первообразной на интервале (-2
[image: image47.wmf]p

, 2
[image: image48.wmf]p

). Столь же просто вычисляются подстановки для нахождения первообразной на любом конечном интервале.

7. Апробация методики

Интерактивные учебные пособия для системы ВебМатематика были созданы на основе аналогичных пособий, разработанных автором для системы Математика. Методическая и учебная работа с электронными пособиями системы Математика были начаты в МИЭМ в конце 90-х годов прошлого века и продолжались непрерывно вплоть до 2011/2012 учебного года. Последние 8 лет пособия для Математики использовались для практических занятий в четырех группах факультета Информационных технологий и телекоммуникаций МИЭМ. Соответствующая дисциплина называлась «Компьютерный математический практикум». Преподавание наряду с автором вели профессор кафедры прикладной математики В.В. Грушин и аспиранты кафедры.
Накопленный опыт был учтен в Интернет-версии пособий, о которых идет речь в настоящем документе. Пособия, функционирующие в системе ВебМатематика, использовались для обучения группы из 19 студентов, обучавшихся в МИЭМе в 2011/12 учебном году по дистантной форме образования на факультете Информационных технологий и телекоммуникаций. Для этих студентов интерактивные учебные пособия были практически единственной учебной литературой по дисциплине Математический анализ. Из 19 студентов положительные оценки по дисциплине получили 17 человек.

Таким образом, можно говорить о пятнадцатилетнем успешном периоде апробации. Все ошибки как методические, так и программные устранены, и в настоящее время пособия функционируют бесперебойно на сайте http://wm.iedu.ru.
8. Публикации

Методика использования электронных интерактивных учебных пособий для системы Математика подробно изложена в учебном пособии с грифом УМО:

· Е.М. Воробьев. Компьютерный практикум по математике. Математический анализ. Линейная алгебра. М.: Книжный дом Университет, 2009, С. 603, тираж 1000 экз., редактор М.С. Климкин.

Положительные рецензии на книгу дали: проректор МЭСИ, проф. Тельнов Ю.Ф., первый проректор МТУСИ, проф. Титов Е.В., зав. кафедрой Высшей математики МЭСИ, проф. Никишкин В.А., зав. кафедрой математического анализа МТУСИ проф. Данилов В.Г. Книга выложена на портале НИУ ВШЭ.
Из других публикаций упомянем:

· Е.М. Воробьев. Фундаментализация курса «Математический анализ» на основе пакета «Математика». Научно-практ. конф. «Информац. Технологии в образовании-2002», Москва, Гос. акад. Нефти и газа им. Губкина, 3-5 февр. 2002 г. Тезисы докладов.
· Е.М. Воробьев, В.А. Никишкин. Интернет-технология обучения математическим дисциплинам на основе системы ВебМатематика. Материалы Всероссийской научно-практической конференции «Информационные технологии в образовании и науке - 2007», Москва, МФЮА, 2007

· Е.М. Воробьев. Математический анализ с ситемами Математика и ВебМатематика. Непрерывные функции. Образовательные технологии и общество, №2, 2012, стр. 422-432

· E.M. Vorob’ev. Online teaching of Calculus using webMathematica. First International Conference. Globalization: Business, Finance and Education. ITERB-2012, 26 -28 August, 2012, Larnaca, Cyprus

Пособия защищены авторским Свидетельством о государственной регистрации программ для ЭВМ № 20126114182 от 15 марта 2012 года, выданным Федеральной службой по интеллектуальной собственности РФ.

9. Заключение

Представлена методика проведения лекционных и практических занятий, а также дистанционной поддержки дисциплины Математический анализ, основанная на использовании системы ВебМатематика.
Методика состоит в том, что

· Используется разработанный автором ВебМатематика-сайт, на котором размещены 12 интерактивных учебных пособий

· Пособия предназначены для проведения лекционных и практических занятий, а также для самостоятельной работы студентов

· Пособия интерактивны в том смысле, что с их помощью могут решаться любые задачи пользователей по тематике пособий

· Пособия содержат теоретический материал, а также подробнейше изложенную методику их применения в виде образцов решения задач

· Пособия позволяют экономить время лектора, автоматизируя символьные, графические и численные расчеты, что позволяет лектору и студентам сосредоточить свое внимание на принципиальных, а не технических вопросах

· Пособия обогащают методику решения задач средствами визуализации математических объектов и средствами проведения математического эксперимента

Методика решения задач с помощью интерактивных электронных пособий изложена также в учебном пособии автора, упомянутым в предыдущем разделе.
Методика хорошо апробирована и представлена специалистам по прикладной информатике и педагогике в 4 научных публикациях.
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